PRIMER PARCIAL CALCULO NUMERICO [0-2-2010

- Duracion del examen: 2 horas

- La nota del ¢xamen sera la media de los problemas planteados. Los problemas
puntian lo mismo.

- Fecha prevista de publicacion de notas: 24-2-2010

- Los alumnos que deseen que su examen sea revisade deberan solicitarlo por escrito Jos
dias 25/2/2010 y 26/2/2010, de 9:00 a 14:00 horas, en el despacho D-5210,

17 Problema

a) (5 puntos /10 puntos) Se considera el espacio de funciones de clase ¢ :l ré del
tipo

o+ fPx, xe Tr&

ulx) = )
a+bx+ex®, xe ﬁoi
siendo @, b, ¢, &, f#  pardmetros reales,

Se considerz el problema de encontrar una funcién del tipo anteriormente seftatado tal
que interpole los siguiente datos:

u(=ty=h,, «(0)=h, «'(1)=k,

con i, A,

b) {5 puntos /10 puntos) Se pretende construir una via que adopta la forma de una
funcién spline cuadrado s(x) sobre los nodos ﬁlr 0,1}, tal que §"(-1y=0. Dar la

y f valores prefijados. Construir dicha funcién.

expresién de la funcién spline cuadrado del tipo anterior, que interpola los datos:

s(-1)=0, s(0)=1 s'(1)=3.

2° Problema

Se considera la funcién

#(x), xel[-m,0]

n(x), xel0,x],

de forma que: La curva que representa #{x) es una recta gue pasa por los puntos
O=(x, n)=(7,0) y P=(x,»)=(01) ¥ la que representa a r{x)es una recta
pasando por los puntos P ={x,, 1) =(0,1) ¥ S=(x,, ) ={(x,0).

S(x)=

a) {2 Puntos /10 puntos) Escribir Ja expresion de la funcién f{x) en el intervalo
[~z ,=].

by (8 Puntos/10 puntos) Encontrar la mejor aproximacién minimos cuadrados
confinua de la funcidn f(x} en el espacic generado por la base

_wu:,wmiévnoﬂdw. El producto escalar considerado esta definido por

(frg)= [ S(Dex)dx

Nota:

Tm._m (x)dx = - {x—sen(x)cos{x)}; .‘.oom“ (xX)dx = M?. + sen{ x)cos{x))

1
2

Tmi.a oomﬁxvnw.ui w_m oo%?ﬁ .—Hnoﬂ ».Kknpumz?:oow@ﬁ _.H.wmibcw« = sen(x)— xcos(x)

3 Problema

Dada la ecuacion:
5-x=5¢”
Se pide:

a} (5 puntos /10 puntos) Determinar grafica y analiticamente sus raices reales y
encontrar un intervalo [a,b] aislante para la raiz positiva.
b) (5 puntos /10 puntos) Se quiere utilizar el método iterativo

s
e’

X, =5- n=012,.,

para calcular Ia raiz positiva de la ecoacién. Dar un intervalo F.& en el que se
puede garantizar la convergencia del métode para cualguier valor inicial
X, perteneciente al mismo y justificar 1a respuesta.



SOLUCIONES Solucidn 2° Problema

M\«i,lﬁm‘«Aa

Solucién 1 Problema a) flx)= s‘_ ;
- x+,0gxg i
a} - Consideramos en primer tugar el espacio interpolante. Emponiendo las condiciones L
de continuidad de la funcién w(x} en ¢l punto 0, se obtiene a=q, b= Por ) . y
tanto b) Definidos los elementos de la base y utilizando el teorema de la proyeccion
) . atbx, re miro_ ortogonal podemos plantear el sistema correspondiente;
u(x)= ,
a+bx+cx’, xel0] JUxy=1, f2(x) = sen(x), f3(x) = cos(x)
- Considerando una funcién interpolante del tipe anterior, imponiendo las (< fl,fl> <fL72% <f1f3>Yal < f,f1>
condiciones de interpolacion QAICHF: :onu&? :ASH»U. se obtiene: w <ffl> <f2,12> <f2f3>a2|=i<f /2>
. h |
axhy bk, c=tTlthy \<S3S1> < f3025 <SR35 )] (<SS
Caiculamos los productos escalares
b)
- Se consideran funciones spline cuadradas, s(x), con la condicién g"(0)=0: =
Esto es, funciones del tipo: < Sl fle= ..,&.«n 2z
o) =% +Bx+yx’, xe[-1,0] < f1,[25=< f2, f15= [sen(x)dx=0
’ a+bhx+ex’, .am—ov: &

Imponiendo las condiciones de continuidad de las funciones spline cuadradas en 0
(continuidad de la funcidn y de su primera derivada) se obtiene:

< 1 f3vme [3, 1= .T%S& =0
a=qa, b=f -

< f2, 2= .Tmzwnb&«n x
Imponiendo la condicién adicionat s”(~1) =0, se obtiene ademas

7 =0 < 2, [3v=< f3, [2>= _.wmiboomab&uo
Por tanto, las funciones a considerar son del tipo

< f3,f3 o= M..oo%ﬂhu,&nnﬁ

a+bx, xe[-1,0]
s(x)=

< foflo=n
a+bx+oxt, xe[0,1] =
<, f2>=0
Notese que las funciones obtenidas son del mismo tipo que las construidas en el <[, fis= 4
apartado a}. T
- La funcién s(x) del tipo anteror, que interpolz los datos dados Quedandonos ef siguiente sistema y su resolucién:

(s(~1)=0, s(®)=1, .w..év =3), utilizando fa expresidn obtenida en el apartado (a}
(h,=0, k=1, Ak =3), admitela expresion:
l+x, xe T_,ow

%\MN 0 03 al
;
l+x+x", xefo,1] N/

#{x) =

[<J=
=3
N
S
Nik o n



al=1/2 a2 =0 a3=4/7"
Finalmente Ja mejor aproximacién continua es:

ufx) = _; + Nm cos(x)
2 &

Solucion 3% Problema

a) Las raices reales de la ecuacién dada son las abscisas de los puntos de corte de la

o xcuwm ydelarecta y=5-x

Haciendo f(x)=(5-x)e" -5, se cumpldxy
o f{0)=0 =5 x=0 es raiz de }a ecuacion dada.
» Laotra raiz es positiva;
J8)=-5<0
S)=4e-5=587313>0

S(x)==e"+{5-x)e" = (4~ x)e* que se anula para x=4e|l, 5]

Aunque graficamente ya se observa que la raiz positiva es Gnica, podemos reducir el
intervalo iniciat [1,5] al [4'5,5] {(f{(#'5)>0 5 /' <0, vxe[#55])en o que los
teoremas de Bolzano y de Rolle nos aseguran la existencia y unicidad de la raiz, y por
tanto, gue es un intervalo aislante de a misma.

s

Fn

by El método iterativo x, , =5—

vl

con n=0,1,..implica una ecuacién de punto fijo
4

5 . - .
xX= m?vumx — » que es equivalente a la ecuacidn dada, v si es convergente en el

x

e
intervalo THM & se puede utilizar para calcular la raiz de la ecuacién en dicho
intervalo, tomando como valor inicial cualquier x, perteneciente al mismo (Teorema
de convergencia global).

Estudiamos si la funcién g{x) cumple las condiciones del Teorema:
Sean

SRR
e

, 5
£ ?Tsw
e
La funcién g{x)eC'[4'5,5] y ademas:

+  Lafuncién g{x) es contractiva en T\m, &“

(=22

X X

e e

La funcién %... AHV H_%,, AHV W es siempre positiva y decreciente en ef intervalo

Td, & por tanto, su valor maximo lo alcanza en ¢ extremo inferior del
intervalo considerado

max
scpss]

i 5
g'(x)|= mdx g5 5 £ () =5 =0,056=L<l

Siendo £ su constante de contractividad
Si no hubiésemos pasade del intervalo c,m_ al T.M mw. deberiamos haber
reducido el intervalo aqui para poder utilizar el método dado.

*  ;Se cumple que maﬁmumwﬂ T.M &w

glxj=5- W >0 en [4'5, 5]
(4

2 (x)= .‘m.,vo en[4's, 5}
e
Por tanto, w?vnm positiva y creciente en T.m,.mw. alcanza sus valores minimo y
maximo en x=4'5 y x=3, respectivamente.
2{4'5)=4,94455
2(5)=4,96631

Asi m@&u,mwnT_oﬁmm,h.om&:ﬂ T.M & y la respuesta a la pregunta es
afirmativa

Al cumplirse las condiciones del Teorema de convergencia global por la funcién
g{x), para cualquier X, mT.m. &v el metodo iterativo dado converge a la

selucién positiva de la ecuacién (5-x)e™ =35.



